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1. Задачi эконометрики

Можна видiлити три основних задачi економетрики.

А. Пiдбiр пiдхожоїмоделi,що адекватна наявним даним.
При цьому може бути вiдсутня економiчна теорiя для
опису дослiджуваного явища.

В. Методи оцiнюванняпараметрiв економетричноїмоделi.
Типовим формулюванням може бути таке:
з ймовiрнiстю 95% можна стверджувати, що невiдо-
мий параметр � знаходиться в iнтервалi:

�� � � � ���

де ��, �� – вiдомi числа.

C. Економiчне прогнозування на базi побудованих
моделей.

Нижче наведенi приклади розв’язання сформульова-
них задач для часових рядiв (ковзкi середнi, экспонен-
цiйне сгладжування) i не часових рядов – двухфактор-
на регресiя.

2. Сгладжування даних i прогнозування
на основi ковзких середнїх

Найбiльше поширений i простий засiб визначення тен-
денцiї развитку– це сгладжування часового ряду. Основна
iдея сгладжування– замiна фактичних рiвнiв часового ря-
ду розрахунковими даними.
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Приклад 1. Маються данi на попит пилососiв за ��
мiсяцiв

Таблиця 1

Мiсяц �� ��� (Попит за
��� (Попит) ковзким середнiм
1 46 �
2 56 �
3 54 �
4 43 52
5 57 51
6 56 51
7 67 52
8 62 60
9 50 62
10 56 60
11 47 56
12 56 51

Потрiбнопобудуватикриву сгладжування i дати прогноз
попиту на пилососи на �� i �� мiсяць.

Р о з в’я з а н н я. Попит ����� за методом ковзкого се-
реднього визначається як середнє арифметичне вiд попиту
за попереднi � мiсяцiв. Число � називається базою.

Приймемо � � �. Тодi

��� �
�� � �� � ��

�
�

�	 � 
	 � 
�

�
� 
��

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

���� �
��� � ��� � ��

�
�


	 � �� � 
	

�
� 
��

Значення ��� записано в третiй стовпчик Таблицi �.
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Прогноз на �� i �� мiсяцi

���� �
��� � ��� � ���
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�
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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�


� � 
	 � ��

�
� 
��

На мал. 1 показана крива попиту для вибiрки 1 i згла-
джена крива 2 для � � �.

Мал. 1

Зауваження 1. Прогнозування даних на заданий
часовий iнтервал (у розглядованому випадку [1, 12]) на-
зивається iнтерполяцiєю. Прогнозування даних поза iн-
тервалом (у розглядованому випадку [1, 12]), називаєть-
ся екстраполяцiєю. Отже, прогноз на �� i �� мiсяцi— екс-
траполяцiя.

Зауваження 2. Крива, що згладжує, приблизно опи-
сує теоретичну модель для всiєї генеральної сукупностi

�� � �� ���
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де � � �
���, �� – випадкова помилка.

Зауваження 3. Немає чiткого правила для вибору � –
бази методу.Чим бiльше база, тим бiльше сгладжування.
(Порiвняєте кривi сгладжування 2 i 3 на мал. 1, виконанi
для � � �та � � 	 вiдповiдно.)

3. Експоненцiйне сгладжування
та прогнозування

Експоненцiйне сгладжування є подальшим узагальнен-
ням сгладжування за ковзким середнiм.Попит ����� за мето-
дом експоненцiйного сгладжування визначається за рекур-
рентною формулою

����� � 	�� � ��� 	���� �

Тут 	 – константа сгладжування, � � 	 � �. При � � �, ��� не
визначаються. Для � � � покладаємо ��� � ��.

Приклад 1 (продовження ) Побудувати криву сгла-
джування для 	 � ��� i дати прогноз попиту на пилососи на
�� мiсяць.

Р о з в’я з а н н я.

��� � 	�� � ��� 	���� � ��� � 
	 � ��� � �	 � ���

��� � 	�� � ��� 	���� � ��� � 
� � ��� � �� � ��� �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Подальшi розрахунки наведенi в Таблицi �.
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Таблиця 2

Мiсяц �� ���
��� (Попит) (експоненцiальнi значення)
1 46 �
2 56 46
3 54 �� �� 
	 � �� � � �	 � ��
4 43 �� � � 
� � �� � � �� � ��� �
5 57 �� � � �� � �� �� ��� � � ��� �
6 56 �� � � 
� � �� �� ��� � � ��� �
7 67 �� � � 
	 � �� �� ��� � � ��� �
8 62 �� � � 	� � �� �� ��� � � 
�� �
9 50 �� � � 	� � �� �� 
�� � � 
�� �
10 56 �� � � 
� � �� �� 
�� � � 
�� �
11 47 �� � � 
	 � �� �� 
�� � � 
�� �
12 56 �� � � �� � �� �� 
�� � � 
�� 	

Прогноз на �� мiсяць

��� � 	��� � ��� 	����� � �� � � 
	 � �� � � 
�� 	 � 
�� ��

Мал. 2
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Зауваження 4. Чим менше 	, тим краще сгладжу-
вання. Практично 	 береться вiд ���� до ���.

Намал. 3 поданi (1)—крива вихiдних даних, (2)—кри-
ва експоненцiйного сгладжування, (3)—крива сгладжуван-
ня за ковзким середнiм

4. Побудова лiнiї регресiї та
її економiчний змiст

Регресiйнийаналiз визначає зв’язокмiж залежноюзмiн-
ною, наприклад, попит продукцiї i незалежними ( поясню-
ючими) змiнними, наприклад, витрати на рекламу продук-
цiї, її цiна i.д.

Сама проста регресiйна модель передбачє, що залежна
змiнна є лiнiйною функцiєю вiд незалежної змiнної 
:

� � 	� �
� �� ���

де 	� � —коефiцiєнти, �—випадкова помилка.
Спiввiдношення (1) — це гадане теоретичне спiввiдно-

шення мiж змiнними 
 i � у всiй генеральнiй сукупностi,
причому 	, � i �— невiдомi. У дiйсностi, ми маємо вибiрку
з � пар чисел �
�� ���� � � � � �
�� ���. По цiй вибiрцi будується
вибiркова лiнiя регресiї

�� � �� �
� ���

яка є лише деяким наближенням до спiввiдношень (1).

Зауваження 5. Передбачається, що випадковi помил-
ки � мають нульове математичне сподiвання i одинакову
дисперсiю для всiх значень �, що спостерiгаються

Побудова вибiркової лiнiї регресiї
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Коефiцiєнти �, � у (2) знаходяться за методом наймен-
ших квадратiв (МНК). Останнє означає, що сума квадратiв
вiдхилень


 �
�

��� � ��� � � � �� ����

де
�� � �� � �

�

� � �� � �� �
��

найменша.
Коефiцiєнт � визначається за формулою

� �

�
�
� 
��� � ���

�
� 
��
���

або за еквiвалентною формулою

� �

�

� � �
��

� � �
�

�

Коефiцiєнт � знаходиться за формулою

� � � � �
� ���

Тут


 �

�



�
� � �

�
�

�
� �
�

Знак � означає пiдсумовування вiд � � � до �, тобто, напри-

клад,
�


 �
��

���

� i т.д.

Зауваження 6. Вибiркова лiнiя регресiї (2), побудо-
вана за МНК, проходить через точку 
, � (5).

Приклад 2. Власник ательє бажає з’ясувати спiввiд-
ношення мiж вiком швейної машини 
 (роки) i витратами
на її ремонт � (долари). Є вибiрковi данi
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Таблица 3

� 
 � 
� 
 �
� 
�� � � � �
� 
��� � ��

1 8 109 3.5 12.25 34 19
2 3 75 ���
 2.25 0 0
3 1 21 ���
 12.25 �
� 189
4 9 135 4.5 20.25 60 270
5 5 67 0.5 0.25 �� ��
6 7 125 2.5 6.25 50 125
7 6 71 1.5 2.25 �� �	
8 2 52 ��
 6.25 ��� 57.5
9 1 25 ���
 12.25 �
� 175
10 3 70 ���
 2.25 �
 7.5

Сума 45 750 0 76.5 0 933
Середнє 4.5 75

Тут Среднє � Сумма
��

� По формулах (3) i (4) знаходимо � �
���

	
�� � ����� � � �
� ���� � ��
 � ����� Отже,

�� � ���� � ����
� �	�

Дiаграма розсiювання та вибiркова лiнiя регресiї зображенi
на мал. 3.

Мал. 3

10 ����������� ���	
��� 
���������



Економiчна iнтепретацiя вибiркової лiнiї
регресiї (6)

- коефiцiєнт нахилу ��� � показує, що якщо вiк швей-
ної машини збiльшити на � рiк, витрати на її ремонт
збiльшуються на $ ����.

- якщо машина нова �
 � ��, то витрати на її ремонт
складуть $ ����. Цей висновок суперечить здоровому
глузду.

Означення 1. Регресiйне спiввiдношення мiж змiн-
ними 
 i � називається еластичним, якщо змiна змiнної 

на 1% призводить до збiльшення � бiльш, нiж на 1%, i не є
еластичным у противному випадку.

Для розрахунку еластичностi застосовується формула

��

�
� ��� �

�

� �
�

�


� ���

Пiдставляючи у формулу (7) коефiцiєнти (6), знходимо

��

�
� ��� �

�

� �
����

����


� ��

тобто наше регресiйне спiввiдношення (7) не є еластичним.

5. Використання вибiркової лiнiї регресiї
для прогнозування й оцiнювання

Задача А. ����� � 	�� довiрчий iнтервал для невiдомих
(iстинних) значень � у точцi 
� по заданiй виборцi, знахо-
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диться за формулою

�� � ����

�


���

�
� �

�

�
�

�
� � 
��

��
� 
��
�

де


���

�
��� � ����

�� �
�

�
���

�� �
� ���

	—рiвень значущостi. Звичайно 	 � ���
 або ����.
����

�

—число, що знаходиться за таблицею розподiлу
Стьюдента.

Потрiбно також знати число ступенiв свободи �� . Дляна-
шого прикладу, тому що � � ��, �� � �� � � �.

Якщо 	 � ���
, то ����� � ����	;
Якщо 	 � ����, то ����� � ���

�.
Задача В. ����� � 	�� довiрчий iнтервал для оцiнки се-

реднього значення � у точцi 
� задається формулою

�� � ����

�


���

�
� �

�
� � 
��

��
� 
��
� ����

ЗадачаАназивається задачею прогнозування �, а задача В—
задачею оцiнювання середнього значення �.

Якщо точка 
�, що вибирається для прогнозування або
оцiнювання, належить розглянутому у вибiрцi iнтервалу
значень 
, то маємо задачу iнтерполяцiї, у противнiм ви-
падку— задачу екстраполювання.

Приклад 2 (продовження ). Знайти оцiнку витрат на
ремонт швейної машини у вiцi 
� � � роки i вiцi 
� � ��
рокiв. Побудуйте вiдповiднi довiрчi iнтервали.
Розв’язання. Всi данi для застосування формул (9), (10)

обчислюємо в таблицi 4

������	 � ���� � � � ���� � 	���� 
��� �

�
������

�
� �
�
��
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95% довiрчий iнтервал для 
� � �

	��
�����	 ��
� ��

�
� �

�

�
�

��� ��
��

�	�

� 	������� ������ ��	����

Таблица 4

�� 
 � 
� 
 �
� 
�� �� � � � � �� ��

1 8 109 3.5 12.25 117.7 ���� 75.7
2 3 75 ���
 2.25 56.7 18.3 334.9
3 1 21 ���
 12.25 32.3 ����� 127.7
4 3 135 4.5 20.25 129.9 5.1 26.0
5 5 67 0.5 0.25 81.1 ����� 198.8
6 7 125 2.5 6.25 105.5 19.5 330.3
7 6 71 1.5 2.25 93.3 ����� 497.3
8 2 52 ���
 6.25 44.5 7.5 56.3
9 1 25 ���
 12.25 32.3 ���� 53.3
10 3 70 ���
 2.25 56.7 13.3 176.3

Сума 45 750 0 76.5 0 1927.1
Середнє 4.5 75

Iнтепретацiя результату. У �
 випадках iз ��� витрати на
ремонт швейної машини чотирирiчного вiку будуть знахо-
дитися в межах вiд $ ���� до $ ��	��.
Аналогiчно будуємо довiрчий iнтервал для точки 
� � ��.

������ � ���� � �� � ���� � �����

95% довiрчий iнтервал для 
� � ��

���� � � ����� ���� ��	����

Iншими словами, у �
 випадках iз ��� витрати на ремонт
швейної машини вiку �� рокiв будуть знаходитися в межах
вiд $ �� до $ ��	��.

Приклад 2 (продовження ). Знайти оцiнку середнiх
витрат на ремонт швейної машини у вiцi 
� � � i 
� � ��
рокiв.
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Вiдповiдно до формули (10) для 
� � � маємо

	���� ����	 � �
�
�

�
� �

��� ��
��

�	�

�

	��� � �
��� ������ �������

тобто, у �
 випадках iз ��� середнi витрати на ремонт швей-
ної машини вiку 
� � � роки будуть знаходитися в межах
$ ���� до $�����.

Для точки 
� � �� маємо

����� � ����� ������ �������

На мал. 4 зображенi вибiркова лiнiя регресiї

�� � ����
� ����

i довiрчий коридор для середнiх витрат на ремонт швейної
машини.

Мал. 4
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6. Оцiнка якостi вибiркової лiнiї регресiї

6.1. Знаходження коефiцiєнта детермiнацiї

Коефiцiєнт детермiнацiї визначається за формулою

�� �
���� � ���

��� � ���
� ����

Значення ��, близькi до 1, говорять про те, що точки дiа-
грами розсiювання достатньо "щiльно” групуються побли-
зу вибiркової лiнiї регресiї, тобто вибiркова лiнiя регресiї
адекватно вiдображає реальну залежнiсть.

Приклад 2 (продовження ). Необхiднi данi для обчис-
лення�� за формулою (11) наведенi в таблицi

Таблица 5

�� 
 � �� �� � � �� � ��� ��� � ��� �� � ���

1 8 109 117.7 42.7 34 1823 1156
2 3 75 56.7 ����� 0 335 0
3 1 21 32.3 ����� �
� 1823 2916
4 3 135 129.9 54.3 60 3014 3600
5 5 67 81.1 6.1 �� 37 64
6 7 125 105.5 30.5 50 930 2510
7 6 71 93.3 18.3 �� 335 16
8 2 52 44.5 ����
 -23 930 524
9 1 25 32.3 ����� �
� 1823 2500
10 3 70 56.7 ����� �
 335 25

Сума
Середнє 11 386 13 306
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Висновок 1. Точки диаграми розсiювання достатньо
щiльно групуються бiля лiнiї регресiї � � ����
 � ����.

6.2. Перевiрка вибiркової лiнiї регресiї на адекватнiсть
iз використанням критерiю Фiшера

Якщо коефiцiєнт детермiнацiї �� близький до одиницi,
то вибiркова лiнiя регресiї адекватно вiдображає реальний
процес.

Якщо коефiцiєнт детермiнацiї �� близький до нуля, то
вибiркова лiнiя дисперсiї неадекватна iстиннiй залежностi.

Якщо ж �� приймає знаки посрединi iнтервалу, напри-
клад, ��� � ��
, то може знадобитися додаткова перевiрка.

Першим кроком є упорядкування дисперсiйної таблицi
вигляду (таблиця ANOVA)

Таблиця 6

Джерело Сума Кiлькисть ступенiв Середнє Статистика
варiацїї квадратiв свободи квадратiв �� �

(��) ���� (��)
Регресiя ��� 1 ��� � �����
Помилки ��� 	� � ��� � � � ���

���

� �����	� ��
Загальна
сума ��
 	� �

Тут


� � ��� � ����


� � ���� � ����
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Приклад 2 (продовження ). Для упорядкування та-
блицi скористаємося числовими даними з таблицi 5.

Таблиця 7

Джерело SS �� MS F
Регресiя 11 386 1 11 386 42.27
Помилки 1927 8 240.9
Загальна
сума 13 313 9

Алгоритмперевiрки адекватностi вибiркової регресiйної
моделi розбиваємо на окремi кроки
1. Гiпотези:
�� � не iснує лiнiйного зв’язку мiж � i 
 �� � ��.
�� � є лiнiйний зв’язок мiж � i 
 �� �� ��.
2. Статистика длятеста.Використовуємо статистику

� �
�
�

�
�
�

Якщо�� вiрна i допущення приймається, то� має розподiл
Фiшера з 1 i 8 ступенями свободи.
3. Рiвень значимостi приймемо 	 � ����.
4. Правило прийняття рiшення. За таблицею знаходим

���� �� 	� � ����	�

Якщо обчисленне значення � � ��� �	, то�� вiдхиляється.
5. Обчислення. Див. таблицю 7.
6. Статистичне рiшення: Оскiльки

����� � ����	�

ми вiдхиляємо гiпотезу��.
Висновок 2. Ми переконуємося, що данi вибiрки з ви-

соким ступенемймовiрностi пiдтверджуєнаявнiстьлiнiй-
ного зв’язку мiж 
 i �.
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7. Задачi для самостiйного розв’язання

Сгладжування даних i прогнозування на основi
ковзких середнiх

Побудуйте прогноз на �� i �� мiсяцi c базою �.
1. Грошовi надходження фiрми (у тис. гривень) за останнi ��

мiсяцiв склали.

мiсяць 1 2 3 4 5 6
надходження 24 27 16 23 21 44

мiсяць 7 8 9 10 11 12
надходження 48 32 12 37 38 31

База � � ��

2. Роздрiбна цiна на вирiб за 12 мiсяцiв складала

мiсяць 1 2 3 4 5 6
цiна 1,45 1,19 2,29 1,65 2,49 4,79

мiсяць 7 8 9 10 11 12
цiна 3,75 1,59 1,99 3.79 4,25 2,89

База � � ��

3. Середня зарплата пана N за �� мiсяцiв складала

мiсяць 1 2 3 4 5 6
зарплата 818 942 963 893 819 941

мiсяць 7 8 9 10 11 12
зарплата 935 865 840 937 954 946

База � � 	�

Експоненцiйне сгладжуваннята прогнозування

Побудуйте прогноз рiвня продажiв на 	 мiсяць для заданого 
.
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4. За першi пiвроку фiрма здiйснила наступну кiлькiсть
продажiв

мiсяць 1 2 3 4 5 6
продажi 288 247 117 227 239 101

Прийняти 
 � 
� �.
5. Ризик компанiї, що здiйснює iнвестицiї, оцiнюється по �


бальнiй шкалi. Для останнiх � проектiв вiн склав

мiсяць 1 2 3 4 5 6
ризик 3 4 9 6 1 7

Прийняти 
 � 
� �.
6. Чистий прибуток компанiї N за � мiсяцiв задає таблиця

мiсяць 1 2 3 4 5 6
прибуток 83 41 29 32 1 70

Прийняти 
 � 
� �.

Регресiйний аналiз

В наступних задачах:
a) Знайдiть коефiцiєнти лiнiї регресiї i проведiть її економiч-

ний аналiз.
b) Для значень ��� i ��� дайте прогноз залежної змiнної i побу-

дуйте ��% довiрчий iнтервал для неї. Дайте практичну iнтепре-
тацiю результатiв.

c) Знайдiть коефiцiєнт детермiнацiї. Складiть дисперсiйну та-
блицю. Перевiрте побудовану модель на адекватнiсть для рiвня
значимостi 
 � 
� 
�, використовуючи критерiй Фiшера. Дайте
практичну iнтепретацiю результатiв.

7. Є вибiрка даних ��� ��, де � - вiк працюючого (роки),
� - його рiчна зарплата (у тисячах гривень)

вiк (x) 29 48 41 54 44 57
зарплата (y) 24 27 16 23 21 44

Точки для прогнозу: ��� � �
 i ��� � �
�
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8. Рух готiвки на фiрмi та змiна активiв фiрми задає таблиця

активи (x) 8,3 3,2 12 2,7 4,3 2,1
готiвка (y) 1219 100 65 2073 338 173

Точки для прогнозу: ��� � � i ��� � ���
9. Кiлькiсть робiтникiв (сотнi) на фiрмi та чистий прибуток

(мiльони) задає таблиця

кiльк. робiтникiв (x) 2,4 13,2 2,4 26,2 26,2 5,3
прибуток (y) 152 116 390 102 135 47

Точки для прогнозу: ��� � �
 i ��� � ��
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